
Université Libre de Bruxelles – Département de Mathématique

Titulaire : Guillaume Dujardin
Assistants : Hussein Cheikh-Ali et William Hautekiet

Exercices de Calcul Différentiel et Intégral 2 - 2019/2020

Séance 6 - Fonctions définies par des intégrales

Exercice 1. Soient f une fonction continue sur R et

F (x) =

∫ a+x

a−x
f(t)dt,

où a ∈ R. Calculer dF
dx
.

Exercice 2. Soit f une fonction continue sur [a, b]. Montrer que la solution y(x) de l’équation
différentielle

dny

dxn
= f(x)

telle que y(a) = y′(a) = . . . = y(n−1)(a) = 0 peut s’écrire

y(x) =

∫ x

a

(x− t)n−1

(n− 1)!
f(t)dt.

Exercice 3. Soit la fonction d’Euler

Γ(x) =

∫ ∞
0

e−ttx−1dt.

a) Montrer que Γ ∈ C∞(]0,∞[).
b) Prouver la relation

Γ(x+ 1) = xΓ(x),

en déduire la valeur de Γ(n) pour tout entier n ≥ 1.
c) Montrer que

Γ

(
1

2

)
= 2

∫ ∞
0

e−u
2

du.

d) Montrer que (
Γ

(
1

2

))2

= lim
R→∞

∫∫
D

e−(u
2+v2)dudv,

où D est un disque de rayon R centré à l’origine. En déduire que Γ
(
1
2

)
=
√
π.

e) Calculer ∫ ∞
0

e−t
√
tdt.

f) Montrer que ∫ 1

0

x(lnx)−1/3dx =
−21/3

2
Γ

(
2

3

)
.
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